
 

ΛΥΣΗ 

Σπμιηθό βηβιίμ , ζει. 135 

 

ΛΥΣΗ 

Σπμιηθό βηβιίμ , ζει. 128 

 

ΛΥΣΗ 

ΨΓΥΔΗΣ . Έζης ε ζοκάνηεζε    4f x x  , x  ε μπμία είκαη δύμ θμνέξ παναγςγίζημε 

με    2f x 12x  γηα θάζε x . Ιζπύεη   f 0 0 , αιιά ε f δεκ έπεη ζεμεία θαμπήξ θαζώξ 

είκαη θονηή ζημ . 
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Η ζοκάνηεζε f είκαη παναγςγίζημε ζημ    Α , ,  f 1 1  με  
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      f x 0 x 1 ή x 3  θαη       f x 0 x 1 ή x 3 , άνα 

          , , , , , , ,f 1 f 1 1 f 1 3 f 3  θαη πανμοζηάδεη ημπηθό μέγηζημ γηα  x 1  ημ 

   f 1 4  θαη  ημπηθό ειάπηζημ γηα x 3 , ημ   f 3 4 . 
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θαη θονηή ζημ  ,1  . Η f δεκ έπεη ζεμεία θαμπήξ.   
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Η ζοκάνηεζε f είκαη ζοκεπήξ ζημ    Α , ,  f 1 1  , μπόηε γηα θαηαθόνοθε αζύμπηςηε 

ράπκμομε μόκμ ζημ 0x 1 .  
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f x  , ζεμείμ ημμήξ  fC  με y΄y ημ  ,Α 0 5  θαζώξ 

   f 0 5  , εκώ ε fC  δεκ ηέμκεη ημκ x΄x . 

Σπεμαηίδμομε ημκ παναθάης πίκαθα μεηαβμιώκ ηεξ f . 



 

θαη ζπεδηάδμομε ηε γναθηθή ηεξ πανάζηαζε.  
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 Ακ    , ,   α 4 4  ε ελίζςζε    f x α  έπεη δύμ νίδεξ.  

 Ακ   α 4 ή α 4  ε ελίζςζε    f x α  έπεη μία νίδα . 

 Ακ  , α 4 4  ε ελίζςζε    f x α  είκαη αδύκαηε.  

 

 

ΛΥΣΗ 

Γηα θάζε Δx :               2 2 2f x f x 4 5 x f x 4f x 5 x . 

Γπεηδή μη ζοκανηήζεηξ    2f x 4f x  ,  25 x  είκαη παναγςγίζημεξ ζημ Δ  έπμομε  

                                 2 2f x 4f x 5 x 2f x f x 4f x 2x f x f x 2f x x , γηα θάζε Δx  

θαη  επεηδή μη ζοκανηήζεηξ       ,  f x f x 2f x x  είκαη παναγςγίζημεξ ζημ Δ  έπμομε 
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f x f x 2f x x f x f x f x 2f x 1 , (2)  γηα θάζε Δx . 

Έζης όηη ημ   ,0 0Α x f x  είκαη ζεμείμ θαμπήξ ηεξ fC , με 0x  εζςηενηθό ζεμείμ ημο Δ . 

 Τόηε ζα ηζπύεη   0f x 0 , μπόηε ε  (2)  δίκεη :  
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Άνα ε f  δεκ έπεη ζεμεία θαμπήξ . 
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Γηα θάζε  , x 3 3  :                         2 2 2 2 2f x f x 4 5 x f x 4f x 5 x f x 4f x 4 9 x  

           
2 2 2f x 2 9 x f x 2 9 x   (3) 

Θεςνμύμε ηε ζοκάνηεζε     g x f x 2  ,  , x 3 3  ε μπμία είκαη ζοκεπήξ ,      g 3 g 3 0  θαη 

  g x 0  γηα θάζε  , x 3 3 . Άνα ε g δηαηενεί πνόζεμμ ζημ  ,3 3  θαη αθμύ       g 0 5 2 3 0  

ηζπύεη    g x 0  γηα θάζε  , x 3 3 .  
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Η f είκαη ζοκεπήξ ζημ  ,3 3
 
θαη παναγςγίζημε ζημ  ,3 3  με  
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Η f πανμοζηάδεη ημπ. μέγηζημ (θαη μιηθό) γηα 1x 0  ημ   f 0 5  θαη ημπ. ειάπηζημ (θαη μιηθό) γηα 

 2x 3θαη 3x 3  ημ      f 3 f 3 2 . 
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Σημ ζεμείμ   ,Β 5 f 5  ε εθαπημμέκε  (ε) ηεξ fC  έπεη ελίζςζε :  
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Γπεηδή ε f είκαη παναγςγίζημε ζημ  θαη πανμοζηάδεη ειάπηζημ γηα x 0  ημ 0 , ηζπύεη   f 0 0  

θαη   f 0 0  (Θ. Fermat). 
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Άνα  γηα θάζε x :                         xf x f x 1 f x 1 f x 1 f x 1 c e  , c  

Γηα x 0 :       0f 0 1 c e c 1  , μπόηε  γηα θάζε x : 

               x x xf x 1 e f x e 1 f x e x β  , β  θαη αθμύ       f 0 0 β 1  πνμθύπηεη  

    xf x e x 1  , x . 
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    Η  g ζοκεπήξ θαη γκεζίςξ αύλμοζα ζημ  , 0  , άνα     , ,  g 0 0  θαη ε g ζοκεπήξ θαη 

γκεζίςξ θζίκμοζα ζημ  ,0  , άνα     , ,  g 0 0 . 

Άνα : Aκ  , ι 0  ε ελίζςζε 
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1
f ι

x
 έπεη αθνηβώξ δύμ ιύζεηξ , αθμύ   , ι g 0  θαη  

          , ι g 0 . 

 

 
ΛΥΣΗ 

Έζης ζ ε γςκία πμο ζπεμαηίδεη ε εθαπημμέκε ζημ Μ με ημκ άλμκα x΄x . Τόηε ηζπύεη  

    xεθζ f x εθζ e 1  ,  x 0  . Οπόηε     
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