ZYMBOYAEZ ZE TTAPATQQrovz KATI OAOKAHPQIMATA

‘OAec ol oUVAPTACEIC €ival TTAPAYWYICIHEG, EKTOC — iOWG - aTTd AUTEC TTOU
éxouv aTov TUT0 Toug kKAddoucg (K) , piCec (P) n amoAuTeg Tipég (A). Z¢
auTéG eAEYXOULE HE TOV OPIGUO.

O1 tapaywyioiyeg eival kai guUveEXEig, To avTioTpoo OX!I AmapdaiTnTd.
TTpoooxhll Av XILT, f'(x) :XILrp f'(x) n f dev civar amapaithta

Tapaywyioipgn aTo Xo.

Av TIpOKeITAl va PpeiTe TTapdywyo dppnTng mapdoraong pe medio opiagpoU
To R, 0 KAaopaTikog ekBéTng mBavov va oag dnpioupynael TtpoPpAnua:
TTpoTIuAOTE va KAveTe Tn auvdpTnon dikAadn, Tx:

2
f(x)=3x = {3*'()() X<0 ouundeite akopa 611 | F(x) = T200).
Q/X_z, x>0
H epamTopévn piag kaumuAng f umdpxer av h f ivar mapaywyioipn ato
Xo. ZUVNOioTe va ypdeeTe Thv eiowan TN eATTOUEVNG OTN HOPYHR:
y=f'(x)-x=x,-f'(x,)+ f(x,). TToAég aoknoeig AbvovTal {nTwvTag Thv
TauTion ThG ep/vng pe dedopévn euBeia. Mnv exvdre 6TI To oUoThua
piag KaumoAng f pe Tnv €9/vn TG €Xel TOoUAdXI0TOV Hia AUon Trou eivai
TO onyeio eMAPNC.
To Bewpnpa Rolle epappdélerar éTav a) pag to Intolv p) OéAoupe va
deifoupe OTI uTtdpx el epamTopévn TTapdAAnAn atov xx'. EKTOC amé Tig
dUo Tpoaveic TEPIMTWOEIG, To OeWwpnua epappdleTar kai éTav: y)
O¢Aoupe va deifoupe 6TI uTtdpxel pila oc pa e€iowon. Bpiokoupe Tnv
apxIkA Tn¢ e€iowong kai kdvoupe O.R yiauthv 8) Av pag {ntouv va
deifoupe 0TI pia e€iowan £xel «To TMOAU K pilec». YToOéToupe OTI
uttdpxouv (k+1) piCec kal kdvoupe 31adoXIKEC EPAPHOYEG TOU
OcwphparTocg péxp! va pOdooupe og ATOTO.
TTpogoxn! Otav éxel d0O¢i pia e€iowan TNG HOPYPAG
f'(X) + (xdzi) - £(x) =0. TToAAamAacialoupe kai Ta dUo PéAN e Thv
ToodTNTa el@x™irvkin) “Exqg) 1o IPWTO PEAOC YiVETAI TAPAYWYOC
vivopévou. Emiong, ekppdoeic Tou TUTOU : Aci§te 6T1 peTalv dUo piluwv
Hiag ouvdptnong untdpxel pila TG TTapaywyou TnG, TAPATIEUTIEI O€
gpappoyn Tou Bswphparog Rolle.
To Bewpnua Méang Tiuag (OMT) pmopei va epappoaBei ae 6AeC TIC
TEPITITWOEIC TTOU £€XOUHE OUVAPTNON CUVEXN Kdl TTApAYWYioipn KAl 0To
01doTNHA TTOU €HEIC ETIAEYOULE.
Av via pia ouvdpthon yvwpiloupe Th HovoTovia Th¢ TTapaywyou Tng ,
TOTE n epappoyn Tou OMT odnyei oc di1TtAR aviowon.
Av oac {ntouv va amodcieTe 0TI uTtdpxouv &1, £2 oTo (a, p) WwoTe
kf'(&)+AT'(&,)=..., T0Te Tpémel va «omdoeTe» To [a, P] oe kaTtdAAnAa



utTtodiaoTAPATAd. ZUVRBWC, gival Ta: (a,

Ka+Ap Ko+ Af
K+A J ( K+A ﬂj

Av gg TTponyoUHEVo epwTnUa TnS doknong éxeTe deifel 0TI uTtdpxel

%, €(a, B) yia 1o omoio KATI 10XVEI, TOTE «omdaTe» To (a, P) oTa (a, Xo)

Kai (Xo, P).

TTpogoxn atnv mepimTwan mou To OMT epappoletal o didoTnua Tng
Hoponc [x, x+1]1n [x-1, x] : H ouvdpThon mpémel va ekppaaOei pe T
PohBeia dAAng petaPAntig, .x. f(1)=Int.

To OMT divel AUon kai oThv eUpean pilwyv e€iowong The HOPPAC:

77 +9% =57 4117 . OswphoTe Th ouvdpThon f(1)=1" ka1 kaveTe epappoyh
Tou BswphpaToc ota (5, 7) kai (9, 11).

Emiong, To OMT xpnoipomoicital 0 TEPIMTWOEIC «ATTOYVWONG» h AKOUa
Kdl o€ amA£G aviowaoelg.

To Bewpnua Fermat, To xpnoipomoioUpe dTav yvwpiloupe Tnv Utapén
aKkpOTATOU HIAC ouvdpTNONG 0€ ECWTEPIKO anpeio Tou TTediou oplopoU
™nG.

YmevOupilw 6T1 av pia cuvdptnon f eival opiopévn ae KAeiaTo didoThya,
TOTE Taipvel PEYIOTN KAl eAAX10TN TIUA. Av yvwpiloupe OTI auTég dev
epgpaviCovrar ota dkpa Tou diacThparog, Tote n f * undeviletar og dvo
EOWTEPIKA onpeia Tou Ttediou opiopoU ThG cuvdpThong.

Av diveTai 0TI 10XUe! pia aviowaon kail oag {nToUv va amodeifeTe pia
100TNTA, TOTE PEPVETE TA TTAVTA OTO A’ HEAOC KAl PPIOKETE «HE TO HATI»
Told TIPA pndevilel Thv apdotaon. ToTe n mapdywyo¢ ThG TapdoTaong
mpétel va UundevileTal o €Keivn ThV TIWA.

2.Tnv eUpean ThC HovoTovidg HIA¢ ouvdpTnong, EKTOC TG KAAOGIKAG
ouvTtaync (Bpiokoupe Tnv f°, pTIAXVOUUE TTivaKa HE TO TTPOCNHO) UTTOPEI
va TTPOKUYOUV Ol TTAPAKATW KTTEPIEPYEC» TTEPITITWOEIG:

a) Bpiokw Tnv mapdywyo, umtdpxel Tpo@avig pila Thg, ahAd dev pmropw
va AUow Tnv aviowaon K va ppw mpdonuo. ToTe K Ba Ppolpe Th 2"
Tapdywyo n Ba Bewpnooupe pia véa ouvdpThon e TUTTO To THAKA TG

f "via 1o omoio dev yvwpiloupe aiyoupa To tpdonyo. Ia Thv KaivoUpyia
ouvapTnon, TPETTEl va Ppeite To oUVOAO TIHWY TNG.

p) Bpiokw Thv mapdywyo, aAAd dev umtdpxel oUTe oTaBepod TTpdanpo oUTe
onueio pndeviopou Tng. OvopdoTe ouvdpTnon To KOUKPATI TG TTapaywyou
Tou O¢ev £xel aTaBepd TTPOOoNHO Kal PpeiTe To OUVOAO TIHWY aUuThHG. Oa
dciTe 0TI N ouvdpTnan £xe&l HEYIOTO KATTOI0 ApVNTIKO dpiOWo R eAdXIOTO
KATol0 OeTIKO ap1OUd, ooTe Oa éxeTe Ppel To TTPOGNHO TNCG.

MTopei va xpelaaOei va 9OdoeTe Péxpl Kail TV f(‘”yla va AgIToupynoouv
Ta mponyoUueva pruata (a) h (p).

v) AfloToinhoTe TponyoUleva epwTAKATA Tou BépaTog kai pnv {exvdre
oTI :



10.

11.

12.

13.

| nux| x|, yia kabs x#0, evr Inx<x<e* ya x>0.

TéAog, BupnBceiTe 0TI aTOV Tivaka e Ta TPOCNUA, TTPETTEI va @divovTdl
KAT o1 «pepovwpéves» TIpEG Tou dev avikouv aTo TTedio opIopoU ThG
ouvdpTnong.

Ma va deieTe 0TI UTTApXEl ONUEIO KAUTTAG HIAG ouvdpThong, Ba TipéTel
va amodeieTe OTI UTTApX el ahpeio oTo omoio va pndevileTal A va pnhv
opieTal n deUTepNn TApAywyoC , KABWC Kail 4TI h deUTEPN Tapdywyog
aAAalel mpoonyo yUpw amd ekeivo To anpeio.

Av, avTiOeTa, OéAeTe va d¢eifeTe 0TI dev UTTApXEl ONUEi0 KAPTTAG,
umopeite va d¢eifeTe KATI a6 TA TAPAKATW:

a) Av n 8eUTepn apdywyog opileTal TavToU, apkei va deifeTe 6T1 dev
pndeviletal. Av undeviletai, deifte 611 dev aAAdlel mpoonyo. OuunBceite
611 av n 2" mapdywyoc¢ Pyaiver dsutepoPdOuia , apkei h diakpivouad TG
va gival apvnTIikn.

B) MTropeite uTToBEéTOVTAC OTI UTIAPXEI onpeio pndeviopol The 2™
Tapaywyou, va KaTtaARfeTe o ATOTTo XPNOIHOTIOIWVTAG KATIOIEC ATIO TIC
doouéveg oXEOEIG.

Av diveTal pia 100ThTa TToU TepIéXEl Kal Th ouvdpTthon f

(Tr.x.: F2(x)=3e*f (X)+ x> =Inx- f(X)+nux) ynv TpoomaOAoeTe va AUoeTe
Th axéoh w¢ mpo¢ f : ATTAd TapaywyioTe kai Ta dUo péAN ThG 100TNTAC.
2.Tnv TepimTwon mou £xel doO¢i aviowon, pnv diavonBeiTe va
Tapaywyioete Ta 8Vo péAn tng! Eivat AAOOZ.

Av BéAeTe va PpeiTe aoUUTTTWTEG YIA Hid ouvdpThon, 8€iTe TTpWTA TO
Tedio oplopoV ThG. ATO eKei Oa kataAdPeTe av TPETel va YaleTe via
AOUUTITWTEC KAl Yid To €i00¢ TOUG. ZTNV TePITTTWAN TToU 0d¢ divouv
£TOIMN TNV ACUUTITWTN HIAC ouvdpTNONG, oUCIAOTIKA 0dG TTPOCYEPOUV Td
amoTeAéopaTa KAToIwy opiwv. AEIOTIOIRCTE Td Yid TOV UTTOAOYIOUO Twyv
dAMwyv opiwv Tou aacg {nTouv.

AV H1d ouvdpThon cival dpTia i TTepITTA, TOTE N TApdywyog Tne (epdoov
opiCeTail) Oa civar mepITTA A dpTia (To avTiBeTo dnAadn)

Ma va amodcifeTe pia aviowon, o1 TpoTO!I €ival o1 eEAC:

a) OAa oo 1° péAog, ouvdpTnon Kai PpeiTe povoTovid. ZeKIVAOTE OTh
ouvéxela amdé katdAAnAn aviowon He To X Kadl EQApHOCTE TV cuvdpThon
Kal aTta dUo HEAN.

p) OAa oTo 1° péAog, ouvdpTnon Kai EVTOTIOTE Th HEYIOTH A ThV EAAXIOTN
TIUA TnG. TpdyTe Tnv avrioToixn aviowon.

Y) Av yvwpileTe TNV KUPTOTNTA KAl £XETE PPEI TV £QATITOUEVN €UBEia
ThG, BupnBcite 0TI N Cr eival «dvw» amd Thv epamTopévn av n f ivai
KUPTRA Kdl «KATW» amod Tnv epamropévn av h f gival koiAn.

d) Av yvwpileTe Tn govoTovia Thg f * , epappodoTe Bewpnua Méong
Tiyng.



14,

€) Av n aviowaon Trepiéxel oAokAnpwpa, BupnBceite 4TI
AV £(0)2g(0) rore [ f(x)dx 2" g(x)d

AV f()e[mM], rore m(B-a)< | f()dx<M(f-a)

) EAéyETe pATwe n aviowon givar Tpopavig, yia Tapddeiypa
e® —1>0 VxeR A HATTWC HTTOPEITE VA TV UTIOAOYiOETE He HEBOdOUC A’

Aukeiou n B* Aukeiou, 6TTwg ag moUpe OT:

1+izzz, _1< ay + 5o
X X \/a2+ﬂ2-\/72+52

"Yrap€n pilac: Ymdpxouv akpipwc 4 tpomol yia va deieTe KATI TETOI0:

a) TTpogavnc pila.

p) ©. Bolzano yia Tn cuvdpThon.

v) ©. Rolle yia Tnv apxikA The. (Qupilw 611 apxIkh TnG f €ival n
j “ft)dt)

d) EUpean Tou ouvoAou TipWy ThG. XpovoPpopo, aAAd aTmoTeAEOUATIKO
agoU petal dAAwv Beixvel kal Téoeg pieg UTApXouV).

<1 K.A.T

15. MovadikoTnTa pilac: a) Movotovia p) AexOeite 0TI uTtdpXel Ki dAAN,
kdvte O.Rolle, Pyeite oc dtomo y) Av h Umtapén éxei deixOci pe T PorBeia
TOU ouVOAoU TIpWY, €xeTe NON Eeumepdéyer (apou n f cival katd diaoThuara
govoTovn).



